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CLASE 2. Integrales de Superficie de Funciones Escalares

Consideremos una superficie S, parametrizada mediante una funcién (de clase C! e inyec-
tiva) ¢ : D C R* = R?, ¢(D) = Sy ¢(u,v) = (x(u,v), y(u,v),2z(u,v)). Seaf: S C R* = R

una funcién continua definida en § (un campo escalar en ).

Definicion 2.1 (Integral de Superficie para Campos Escalares). Se define la integral de superficie

de f sobre S, denotada / / f ds o también / / f(x,y,z) ds, mediante la integral doble

[[ 1692 as= [[ Aot < 1) aua

donde T, x T, es el producto vectorial fundamental (pulse aqui para recordar su significado)

asociado a la parametrizacion ¢.

Comparando ésta definicion con la dada para el area (Definicion 1.4), nos damos cuenta de
que si f es idénticamente 1 (la funcién constante que siempre vale 1), 1o que se obtiene es el area
de S. Se pueden dar otras interpretaciones a esta integral. Asi, por ejemplo, si fes la funcién

que representa la densidad de masa de la superficie S, se interpreta (la integral) como la masa

M://f(x,y,z) s
¥ = %l//xf(x,y,z)ds

y = ]%/[//;vf(x,w) ds
s

; = é//zf(x,y,z) ds
S

dan las coordenadas (x, y, z) del centro de masa de la superficie.

M de la superficie, es decir,

De esta manera las integrales

Observacion 2.2 (Integrales sobre superficies del tipo z = g(x, y)). Si S corresponde a la grafica
de una funcién z = g(x, y) (pulse aqui para recordar que tales superficies son superficies para-

metrizadas), entonces podemos parametrizar a S mediante x = u, y = v, z = g(u,v), con lo
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cual se obtiene que

ITXT[=+v1+g&2+& vy

//fds:é/ﬂ“’”’g(”ﬂ)) 1+ g+ g dudy.

N

Ademas podemos describir la grafica S como el conjunto solucion de la ecuacion

go(x,y,z) = Oa siendo 4,0(x,y,z) = Z_g(x>y)'

Un vector normal (a S) es V¢, es decir, n = (—g,, —g,, 1). Si la superficie se describe
por la ecuacion 0 = 1(x, y,z) = g(x,y) — z se tendria que Vi) = (g, , g,, —1) es otro vector

normal a § en direccion opuesta a 77 (en el mismo punto de S).

Ejemplo 2.3. Calcular la masa M de la superficie definida por el paraboloide z = 2 — (x* + 3?)
sobre el plano z = 0 si la densidad de masa esta dada por ¢(x, y,z) = x> + )*.

(0,v/2,0)

Figura 1: Paraboloide z = 2 — (& + »?).

Solucién. Parametrizando nuestra superficie mediante ¢(x,y) = (x,», f(x,y)), tomando
como dominio D = {(x,y) € R? : &* + y* < 2} (siendo f(x,y) = 2 — x> — »?) se obtiene que

T, X T, = (2x,2y,1) y |T. X T|| = \/1 + 452 4+ 4)2. Luego

w— [[oas= [[ clow) I x 5] arey

://wﬂz)mdxdy.
D
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x=rcos(d) 0<r<+2 .
, , se obtiene
y=rsin(d) 0<60<2n

Con el uso de coordenadas polares, {

2n pV/2 1491
M= V1 +4r drdf = 0
0 JO

Observacion 2.4. En la notacidén de integral (de superficie) de funciones escalares ( f f s/ ds)
usamos § en lugar de ¢ (ver Definicion 2.1), a pesar de que en su definiciéon no se uso6 a S sino
a ¢. Se hizo asi porque, como veremos en la clase siguiente (parte (iii) del Teorema 3.4), la

integral de superficie (para campos escalares) es independiente de la parametrizacién ¢ que se
eljja.
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